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Resumen

En este trabajo se reflexiona alrededor de una manera de resolver problemas de
probabilidad que llamamos por simulacion. Se describe la forma de resolver los
problemas en cuatro etapas y un método de resolucion con contenido heuristico en
un namero de pasos. Se muestra con un ejemplo el método y su uso para la
formacion de maestros, justificando la pertinencia de un enfoque posible basado en
la resolucion de problemas de probabilidad por simulacién con intencidn didactica.
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1. Introduccién

El significado del verbo “simular” y del sustantivo “simulacion” son significados
compartidos por una amplia mayoria de los ciudadanos. Simular, y su accion, simulacion
adquieren el significado de “representar a algo fingiendo o imitando lo que no es” (DRAE,
2015). Distinto del verbo simular es el verbo “experimentar”, y su correspondiente sustantivo,
“experimentacion”, que requiere de vivir o de “notar en uno mismo alguna cosa, alguna
impresion o algin sentimiento” (DRAE, 2015). Qué bueno seria poder experimentar situaciones
reales en las que, de algin modo, estuvieran implicadas la aleatoriedad, la incertidumbre. Pero
esto no siempre es posible. En todo caso se pueden simular con el “riesgo” que ello conlleva.
Asi, no es posible que en la escuela se experimente la equiprobabilidad con el lanzamiento de
una moneda ideal, la “moneda” con igual probabilidad en ambos lados. Entre otras razones
porque no existe tal moneda. En su lugar, se simula esa idea tedrica con el lanzamiento de
moneadas reales (euro, distintos pesos, sol, bolivar, colén, guarani, cérdoba, dolares de
cualquier tipo, etc.) con el objetivo compartido por sus usuarios de poder obtener conclusiones
sobre esa “moneda” que es, a la vez, euro, peso, sol, bolivar, col6n, guarani, cérdoba o délar y
ninguna de todas ellas. No obstante, con cualquiera de dichas monedas reales se pueden
experimentar sensaciones compartidas, como la incertidumbre o la aleatoriedad, pero no
resultados posibles. Podemos experimentar cara o cruz o canto, en las monedas reales, pero
simular solamente cara o cruz con ellas.

En la literatura podemos encontrar multitud de referencias a la palabra simulacion. Estas
pueden ir desde ser considerada en Heitele (1975) como una idea estocastica fundamental, junto
con el modelo de la urna, a un instrumento para los procesos de modelizacion (Batanero, 2003;
Henry, 2005), pasando por ser un recurso Util para la ensefianza de la naturaleza frecuencial o
experimental de la probabilidad (Chaput, Girard, Henry, 2011), y como una herramienta en la
formacidon de maestros y profesores (Maxara y Biehler, 2006; Batanero, Biehler y Maxara,
2010; Sanchez, 2002; Godino, Cafiizares y Diaz, 2010; Batenaro, Godino y Cafiizares, 2005)
etc., la lista de referencias podria ser interminable. Pero muy poco se ha dicho de la simulacion
como un método o una manera de resolver problemas de probabilidad, si acaso en Shaughnnesy
(1983), Bryan (1986) y Maxara y Biehler (2006) de quienes hablaremos mas adelante. En
realidad muy poco sabemos sobre los problemas de probabilidad y sobre sus resoluciones. Es
éste el objetivo de este trabajo, tratar de acercar los dos campos de investigacién el de la
resolucién de problemas de matematicas y el de la educacidn probabilistica y tratar de aprender
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de ambos, mostrando un ejemplo sobre la manera de resolver problema de probabilidad por
simulacién en un contexto muy particular, la formacién de maestros, y las posibles
implicaciones que, modestamente, se pueden extraer de todo ello.

2. La simulacion como método de resolucion de problemas: revision bibliografica.

En lo que sigue prestaremos atencidn a la simulacion como método de resolucion de
problemas de probabilidad en tanto que los autores describan un proceso, mas o menos
completo, de resolucion de problemas mediante un nimero determinado de pasos que permita
al resolutor encontrar una respuesta a un problema de probabilidad dado al transitar por ellos.

Un primer ejemplo de esto que queremos decir lo encontramos en Shaughnessy (1983)
quien sugiere una metodologia de ensefianza de la probabilidad en los cursos introductorios de
probabilidad y estadistica con estudiantes de secundaria y primeros cursos de la ensefianza
superior. Su idea de que los estudiantes transiten desde la conjetura al modelo pasa por la
experimentacion y la simulacion. Asi, en dicho texto, propone la resolucion de problemas para
con este fin sugiriendo a los profesores cdmo realizar una simulacion de un experimento de
probabilidad con sus alumnos siguiendo los pasos que vemos a continuacion:

a. Modelar el experimento con artilugios con probabilidades conocidas: monedas, dados,
pirindolas, nimeros aleatorios...

b. “Llevar a cabo” el experimento muchas veces con dichos artilugios, asi acumulando los
resultados de pequefios grupos pueden ayudar a tener una muestra “bastante grande”.

c. Recolectar, organizar y analizar los datos (requiere de algunas habilidades estadisticas).

d. Calcular probabilidades experimentales u otros resultados experimentales (por ejemplo,
frecuencias) a partir de los datos.

e. Realizar inferencias u obtener conclusiones desde los resultados experimentales, esto es,
mirar hacia atras. (p. 340)

En efecto, en la manera en la que Shaughnessy se refiere a la simulacidn lo que parece estar
sugiriendo es una metodologia de ensefianza de la probabilidad basada en la resolucion de
problemas mediante la simulacion de l&piz y papel (paso b) de tal forma que con la obtencién
de informacién relevante (paso d) el resolutor mejore su conjetura inicial sobre una posible
respuesta al problema y realice inferencias sobre dichas conjeturas iniciales (paso €). Asi,
advierte al resolutor por via del profesor: “before doing any of these problems, always write
down your best guess first, and only then carry out a simulation of the problem” (lbid, p. 340),
con el fin de obtener alguna informacion que pueda usarse en beneficio de dar una respuesta al
problema, que de otra forma no puede obtener, o tal vez no desea. Asi pues, el autor parece
sugerir a los profesores que tengan en cuenta que sus alumnos deberian realizar un trabajo
previo en el problema antes de pensar en llevar a cabo cualquier simulacién, como conjeturar,
aventurarse a dar una respuesta sobre lo que se pregunta en el problema.

El modelo de Bryan (1986), sin embargo, es de los pocos que parece estar pensados como
método para resolver problemas de probabilidad, sin otro interés que el propio de encontrar una
respuesta al problema formulado. Basado en un texto conjunto de la NCTM y la American
Statistical Association para la ensefianza de la resolucion de problemas de probabilidad
mediante la simulacidn, titulado The Art and Techinques of Simulation, (Gnanadesikan,
Scheaffer y Swift, 1987), citado en Bryan (1986), es un método constituido por 8 etapas o pasos,
que describimos a continuacién para situaciones aleatorias en las que es razonable considerar la
hipotesis de la equiprobabilidad:
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Paso 1. Formula el problema claramente de tal forma que se proporcione toda la
informacidn necesaria y el objetivo sea claro.

Paso 2. Formula los sucesos simples que constituyen la base de la simulaciién

Paso 3. Formula o establece los supuestos subyacentes que simplifiquen el problema de
manera que pueda hallarse una solucion.

Paso 4. Selecciona un modelo para un experimento simple escogiendo un artilugio que
genere resultados aleatorios con las probabilidades prescritas para el suceso real.

Paso 5. Define y gestiona un ensayo que consiste en una serie de simulaciones de sucesos
simples que se detienen cuando el suceso de interés ha sido simulado una vez.

(Defina lo que es una simulacion y realice tantas simulaciones como sean necesarias hasta
que el suceso por el que se pregunta ocurra una vez.)

Paso 6. Registre la observacion de interés tabulando la informacion necesaria para alcanzar
el objetivo deseado. Muy a menudo, esto requiere, en cada ensayo, simplemente una notacion de
favorable o no favorable. Ocasionalmente, se anotaran resultados numéricos.

Paso 7. Repita los pasos 5 y 6 al menos 50 veces. Una estimacion apropiada de una
probabilidad a partir de resultados empiricos requiere de un gran numero de ensayos. Si la
simulacion se hace con la ayuda de una computadora entonces 1000 0 mas ensayos pueden
ejecutarse sin ningln inconveniente.

Paso 8. Resuma la informacion y obtenga conclusiones. Podemos estimar la probabilidad de
un suceso de interés, A, evaluando:

numero de ensayos favorables a A

numero total de enseyos en el experimento

En la discusiéon introducen una interesante reflexién sobre la equivalencia entre los
artilugios o generadores de azar posibles para la simulacién de un problema dado y su posible
influencia en su solucion. No obstante, el método, dicen los autores, puede usarse en situaciones
mas complejas, en las que la hipétesis de la equiprobabilidad no es razonable pero entonces las
probabilidades de inicio han de ser conocidas. En este caso, la discusion no se centra en el
método sino en el paso 4 del método en el que hay que seleccionar el generador de azar
apropiado para las probabilidades de inicio. En este punto se sugiere el uso de los nimeros
aleatorios, lo que es conocido como método de simulacion de Monte Carlo (Engel, 1975a).

Es posible reconocer en el método tiempos de trabajo diferentes para un resolutor, asi ha de
hacer un trabajo previo con el problema formulado (pasos 1 a 3), un trabajo posterior de
simulacion (pasos 5 a 7), siendo el paso 4 el que permite ir del problema a la simulacién en los
pasos 5 a 7 y la solucion del problema estimada en el paso 8 por la frecuencia relativa del
suceso de interés en relacion con el nimero total de ensayos.

Por su parte, Maxara y Biehler (2006), algo méas de 20 afios después que los dos trabajo
anteriores que hemos analizado, consideran que con la simulacion se pueden cumplir dos
objetivos diferentes que podrian llegar a ser incluso complementarios dependiendo del uso que
se haga de ella. Asi, se puede ver a la simulacién como: a) método de resolucién substitutivo de
las “matematicas” requeridas para su resolucién tedrica, al substituir el modelo teérico que
resolveria el problema por un modelo que se ha de crear e implementar ad hoc para su
resolucion, es decir, algo parecido a lo que llamaremos nosotros la manera de resolver los
problemas por simulacién y b) la simulacion como contexto de ensefianza en el que la
naturaleza del concepto de probabilidad en juego sea la consecuencia de una experimentacion



La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién 56

previa. La fenomenologia subyacente puede usarse para explorar intuiciones, dificultades de
aprendizaje, etc.... En este caso, la simulacién reemplaza al mundo real, que ha de modelizase.

El modelo de ensefianza que proponen para los futuros profesores de ensefianza secundaria
(alumnos de 11 a 16 afios) empieza con el analisis de datos y estadistica descriptiva usando un
software comercializado. La simulacion como método se introduce a estos estudiantes en
paralelo al concepto de probabilidad. Las situaciones, dicen, son modeladas matematicamente y
por simulacion, comparando los resultados (ibid, p. 1).

A diferencia de las simulaciones de “lapiz y papel” propuestas en los dos trabajos ya
mencionados, en este se nota la irrupcion del software educativo especializado en la ensefianza
de la probabilidad y la estadistica. Asi, lo que parece que estos autores van a construir es un
método ligado al software particular que esta disponible, con el fin de realizar las simulaciones
sujetas a las propias restricciones del software. Por tanto, lo que se propone como metodologia
de ensefianza consistiria en instruir a los estudiantes en la traduccion desde el mundo de la
probabilidad en el que esta formulado el problema que se quiere resolver al mundo del software
en el que se va a simular. Esto hace que el software provoque ciertas restricciones o dificultades
en la traduccién entre ambos mundos y que las soluciones que se obtengan de la simulacion
sean interpretadas con dificultad en el contexto en el que se formula el problema.

Pero, en la manera de resolver los problemas por simulacién habra siempre una discusion
subyacente al enfrentar la simulacion de “lapiz y papel” y la simulacién mediante software. O
lo que es lo mismo, obtener conclusiones a partir de una simulacion basadndose en la ley de los
pequefios nimeros o en la ley de los grandes nimeros. En su lugar, en nuestra opinidn, lo que
seria pertinente es preguntarse cuando, cdmo y por qué, en este orden o en un orden parecido, se
ha de introducir el software (la ley de los grandes nimeros) a la manera de resolver problemas
por simulacién y no adaptar la simulacién al software disponible. Deberia ser el resolutor quien
decidiera en qué se apoya para dar respuesta al problema. Discutiremos sobre esto un poco mas
adelante.

Lo que los autores (Maxara y Biehler, 2006) llaman simulacion estocéstica consiste en un
proceso en tres pasos: establecer un modelo estocastico, escribir un plan de simulacién y la
realizacion con la ayuda del software. Para nosotros el modelo estocéstico forma parte de lo
que hay que hacer para resolver el problema simulado. Para estos autores, formular un modelo
estocastico para una situacion aleatoria real dada consiste en describirla mediante modelos
concretos (urnas) o, incluso, en una forma maés abstracta. Los estudiantes han de determinar el
conjunto de resultados posibles (el espacio muestral), la distribucién de probabilidad, el nimero
de pasos del experimento y los sucesos o variables aleatorias de interés. El plan de simulacion
por su parte estd compuesto por 5 pasos que obligatoriamente se han de cumplir y que se
asemeja al que en Zimmermann (2002) se describe como proceso de simulacién y que
basicamente consiste en 1) establecer el problema con sus hipoétesis, 2) asignar ndmeros
aleatorios (o los resultados posibles de un “generador de probabilidad”), 3) definir un ensayo o
prueba, 4) Repetir el ensayo muchas veces y 5) Determinar la probabilidad empirica.

3. Algunas nociones importadas del estilo heuristico en la resoluciéon de problemas de
matematicas.

En resolucion de problemas de mateméaticas en los sistemas educativos, como es nuestro
caso, suele decirse que su investigacion puede llevarse a cabo en més de un escenario,
dependiendo del d&mbito mas o menos amplio en el que se consideren los problemas: los
problemas de matemaéticas y el curriculum, una familia particular de problemas o un problema
en concreto en una situacion de ensefianza en concreto. Ademas, en cualquiera de esos
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escenarios, pueden considerarse hasta tres personajes que intervienen en la “funcion”: los
problemas solamente, los problemas y sus resolutores y finalmente a los problemas, a sus
resolutores y a los profesores que ensefian la resolucion de esos problemas a sus resolutores. Es
lo que Cerdan (2008) y otros (por ejemplo Puig, 1996) llaman teoria de los niveles de analisis en
resolucién de problemas. Pues bien, aqui nuestro interés fundamental consiste en el andlisis de
los modos de resolver una familia particular de problemas de matematicas, lo que Ilamamos
problemas de probabilidad, es decir, problemas que, formulados en una situacion aleatoria o de
incertidumbre, preguntan, en cualquiera de las formas en la que es habitual hacerse asi, por la
probabilidad de un suceso o el valor esperado de una variable aleatoria o cualquier otra cuestion
sujeta a incertidumbre. No implicaremos a sus resolutores ni a los profesores, pues quedan como
propuestas para indagaciones futuras.

Desde un punto de vista heuristico vamos a tomar prestadas algunas nociones sobre el estilo
heuristico de resolucion de problemas (Puig, 1996), como son la nocién de herramienta
heuristica, de sugerencia heuristica y de método de resolucién con contenido heuristico.
Entendemos por herramienta heuristica: a un procedimiento independiente del contenido del
problema que lo transforma en otro (Ibid, p. 41). Pero ademas consideramos esta nocion bajo
esta acotacion que aclara su uso: lo que una herramienta heuristica hace es transformar el
problema en otro, aunque no lo resuelve ni siquiera garantiza su solucion. Simular el
lanzamiento de la moneda mediante el lanzamiento de una moneda de euro es una herramienta
heuristica que transforma el problema inicial en otro. Simular con nimeros aleatorios también
es una herramienta heuristica pues tiene la capacidad de transformar cualquier problema en otro
problema referido a ellos (Método de Monte Carlo, Engel 1975a). Ente un problema de
probabilidad la sugerencia simula el problema constituye una sugerencia que desencadena el
uso de herramientas heuristicas. Pero estas no son las Unicas que se pueden considerar, como
veremos mas adelante. Sifiériz y Puig (2006) definen método de resolucion con contenido
heuristico a un conjunto de reglas que generan nuevos problemas a partir de uno que se pretende
resolver, hasta llegar a uno considerado elemental, o conocido, y que, por tanto, se sabe
resolver, 0 a uno ya resuelto. La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién
se referird pues como el conjunto de “cosas” que hay que hacer para generar problemas nuevos
a partir del problema inicialmente formulado, de manera que sobre aquellos se sepa como
resolverlos.

4, La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién.

Por todo lo anterior, diremos que un problema de probabilidad se ha resuelto por simulacién
si, durante el proceso de resolucion el problema formulado, al que llamaremos problema
original, se ha transformado en otro, al que Illamaremos problema simulado, mediante algun
generador de azar, de tal forma que, desde un punto de vista probabilistico, el problema
simulado es equivalente al original, problema éste que se es capaz de abordar y del que se puede
proporcionar alguna respuesta a lo que en él se pregunta, y de cuya respuesta (la del problema
simulado) se puede inferir una respuesta posible para el problema original (Figura 1). Si la
solucion del problema simulado depende de un nimero dado de ensayos 0 pruebas entonces su
fiabilidad o credibilidad dependera de la manera en la que se considere ley de los grandes o
pequefios nimeros. Asi pues, en este trabajo usamos la palabra simulacion en un doble sentido:
como proceso 0 manera de resolver problemas de probabilidad y como experimentacion en el
seno del problema simulado.



La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién 58

se transformaen

Problema Problema
original simulado

tiene una Se obtiene una

Solucion del Solucion del
problema original problema simulado

~_

se traduce a

Figura 1. Esquema basico del proceso de resolucion de un problema de probabilidad por simulacion.

Resolver un problema por simulacién implica considerar pues herramientas que transformen
el problema original en otro, de tal manera que, para la herramienta considerada, el problema
original y el problema simulado sean, probabilisticamente equivalentes’. Desde un punto de
vista didactico, lo interesante de dichas herramientas es su caracter y potencial heuristico, de
exploracion y de descubrimiento, que permiten ser consideradas en un buen nimero de
problemas distintos. Desde el punto de vista del resolutor, que su conocimiento y experiencia en
las herramientas le permitan obtener la mayor cantidad posible de informacion para que pueda
ser tratada con posterioridad para dar respuesta al problema original. Por tanto, situados en el
problema simulado, el resolutor ha de saber encontrar y formular una respuesta a lo preguntado
en él, lo que le exige considerar los instrumentos y métodos estadisticos necesarios para tratar
con la informacion disponible. Ha de abordar asi un problema estadistico auxiliar asociado al
problema simulado. La respuesta dada al problema simulado, mediante la solucion del
problema estadistico, se ha de “devolver” con posterioridad al problema original, lo que
necesariamente implica considerar la naturaleza empirica de la probabilidad y su “estabilidad”
ante un nimero elevado de ensayos.

Como el proceso de trasformacion depende de la herramienta considerada, a cualquiera que
se interese por los procesos de resolucién de estos problemas le pueden surgir una serie de
preguntas que seguramente deberian tenerse en cuenta, ya sea en los analisis sobre la actuacion
de cualquier resolutor o bien durante la ensefianza de la manera de resolver los problemas por
simulacién, como son, por ejemplo, (parafraseando a Puig, 1996 en p. 41): ;cuél es la intencién
de uso de la herramienta? Si uso tal o cual herramienta, ;como esté relacionado el problema
original con el problema simulado por la herramienta? Una vez obtenga una solucion al
problema simulado, ;qué implicaciones puede tener en relacion con la solucion del problema
original? ¢(Qué se puede exportar de la solucion del problema simulado al problema original y
qué no? ;Como queda transformado el problema original al incorporarle lo que se exporte de la
solucion del simulado? ¢Requiere ser reformulado el problema original? Estas preguntas no
pueden contestarse en general, sino que han de plantearse para cada herramienta. Asi, habria

! Si al problema original se le puede asociar un modelo teérico que lo resuelve, diremos que el
problema simulado converge estocasticamente al problema original si las frecuencias relativas convergen
en probabilidad hacia las probabilidades tedricas y los valores medios de las variables estadisticas
cuantitativas convergen en probabilidad a las esperanzas matematicas de las variables aleatorias
correspondientes. Reciprocamente, las probabilidades teéricas y las esperanzas matematicas del problema
original pueden interpretarse como frecuencias relativas o valores promedios en el problema simulado.
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gue considerar estas preguntas para diferentes generadores de azar: urnas, dados, pirindolas,
etc.., tablas de nimeros aleatorios, generadores de numero aleatorios en hojas de célculo,
programas en R o en Matlab.

Con el fin de ver en qué consiste la manera de resolver un problema por simulacion,
consideremos el siguiente problema, en el que detras de la sencillez de su enunciado oculta un
buen numero de dificultades para su resolucion teérica. Un problema similar ya lo planteaba
Shaughnessy (1983) en su propuesta de simulation for simulation (p. 340):

Una conocida firma de pasteleria regala con cada uno de sus pasteles una figurita que
incluye en el interior del envoltorio con el que los vende. La coleccién completa esta formada
por 6 figuritas. ¢Cuantos pasteles crees que, por término medio, tendras que comprar para
tener la coleccion completa?

Asumamos que el problema formulado (el original) no se sabe resolver teéricamente pues el
modelo tedrico que da cuenta de €l esta al alcance de unos pocos e incluso fuera del nivel de
nuestros estudiantes o de los objetivos de ensefianza para el que se plantea el problema, no en
balde se trata de una cadena de Markov absorbente?’. Propongamos como objetivo que el
resolutor Ilegue a dar una respuesta al problema y que ésta sea lo mas razonable posible vy,
ademas, que mientras esto ocurre él o ella aprenda a manejarse en entornos de incertidumbre.
Nuestro objetivo no es, por el momento, transitar hacia el modelo tedrico ni ensefiar el
algoritmo (Engel, 1975b) como paso intermedio, sino una manera de dar respuesta al problema
que llamamos por simulacion.

Segun se desprende del esquema de la figura 1, para el trabajo que hay que hacer pueden
identificarse cuatro momentos a lo largo del proceso de resolucion completo que implica, de una
parte, trabajo independiente en cada uno de ellos pero sin “perder de vista” a los otros”: trabajo
en el problema original, trabajo en el problema simulado, trabajo con la solucién del problema
simulado y trabajo con la solucion del problema original, y, claro esta, trabajo en las
correspondientes relaciones/traducciones (Figura 2, anexo). El trabajo que hay que hacer puede
sugerirse durante el proceso de ensefianza, descomponiéndose este en ocho “tiempos” para la
indagacion y la reflexion, como veremos en el apartado siguiente.

Excepto la primera vez, cada vez que adquiera un pastel obtengo una de las 6 figuritas® que
0 bien no la tenia aun e incrementa la coleccion, o bien ya la tenia y estoy en las mismas
circunstancias que estaba antes de comprarlo. Pero cada vez que lo compro no sé qué figurita
me va a salir hasta que no abra el envoltorio. Por hip6tesis (hipétesis 1) puedo pensar que
cualquiera de las figuritas es susceptible de aparecer en un pastel con la misma probabilidad que
tendria cualquiera otra, 1/6, también bajo la hipotesis (hipdtesis 2) de que la firma de la
pasteleria ha distribuido uniformemente sus figuritas entre sus bolsas conteniendo los pasteles

2 Un recurso alternativo para este problema lo constituye el abaco probabilistico de A. Engel
(1975b). jUn algoritmo determinista resolviendo una situacion aleatoria! Sugerimos al lector que resuelva
el problema como le apetezca, bien considerandolo como una cadena de Markov o bien considerandolo
como “un paseo aleatorio” en el dbaco de Engel, si le apetece. Si no es asi, tampoco pasa nada, pues la
lectura de este trabajo no depende de ello. Tal vez le apeteceria simularlo para hacerse una ligera idea de
“por donde van los tiros” o incluso ir méas alla, hacia una solucién razonable y fiable, o incluso més alla,
al modelo tedrico. Una vez formulado, el problema pertenece solamente al resolutor.

% El nimero es ilustrativo e intencionado, proporcionado por el profesor.
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gue vende y (hip6tesis 3) el centro comercial distribuye los pastelitos uniformemente en sus
estantes. Dejaré de comprar pastelitos en el momento en el que tenga la coleccion completa.
¢ Tendré la coleccion completa alguna vez? ;Habra que comprar muchos pasteles?

Al lanzamiento de un “dado clibico” y observar la cara sobre la que se posa también se le
ha concedido la hipotesis (hipdtesis 1, en el problema original) de la equiprobabilidad,
asignandole a cualquier de sus caras el valor de 1/6 para su probabilidad. Le concedemos a los
lanzamientos sucesivos de un dado, anotando cada vez los resultados que aparecen, la hipdtesis
de ser un experimento aleatorio compuesto de pruebas independientes (hipétesis 2 y 3, en el
problema original). Lanzar el dado repetidamente, anotar el resultado de la cara sobre la que se
posa, hasta que se haya posado en las 6 caras por lo menos una vez simula el proceso de
comprar pasteles (por el lanzamiento del dado) hasta tener las 6 figuritas (todas las caras del
dado aparecen por primera vez en una racha de resultados). El problema simulado queda asi:
¢Cual es el nimero medio de lanzamientos consecutivos que habra que hacer de un dado cubico
hasta que éste tarde o temprano se pose al menos una vez en todas sus caras? Como
consecuencia, ¢se posara sobre todas las caras, al menos una vez?, ;habrd que hacer para que
eso ocurra muchos lanzamientos?

Abordemos el problema simulado. Lancemos el dado cuantas veces estimemos que sea
necesario. Diremos que hemos realizado una simulacién cuando al lanzar repetidamente el dado
hemos conseguido reproducir el suceso por el que se nos pregunta. Lo que esta simulacion
produce es informacion sobre lo que ha ocurrido, informacion que debe ser organizada y tratada.
Surge asi el problema estadistico asociado al problema simulado. La consideracion, la
definicion de variables estadisticas es consustancial al proceso y el tamafio de la poblacion
también. Ahora la pregunta ¢cuantas simulaciones hay que hacer para dar respuesta al problema
es, entre otras, pertinente? La pregunta tiene maltiples respuestas, probablemente tantas como
resolutores y tantas como niveles de exigencia sean requeridos para la respuesta que se
proporciona. Por lo menos dos simulaciones, por aquello de promediar. Ahora bien, el estado de
incertidumbre que me puede producir una respuesta basada en dos simulaciones puede ser
mayor que si hago muchas mas. Pero, ¢cuantas mas?

Algunos métodos para determinar la probabilidad experimental de un suceso sugieren
realizar un nimero de simulaciones dado de antemano: 50, 100, o 1000, nimero con el que se
considera gque se puede proporcionar una respuesta razonable al problema simulado (por
ejemplo, paso 7 en el modelo de Byan, 1986). Otros, como los libros de texto por lo general, son
mucho mas ambiguos: muchas simulaciones, cuantas mas mejor. En todo caso, siempre el
resolutor se haré preguntas alrededor de cualquier sugerencia que se le haga sobre el nimero de
simulaciones que habra que hacer ¢por qué ese nimero y no otro? La respuesta concluyente es
de naturaleza matematica®, aunque en todo caso el nimero de aquellas dependera solo del
resolutor y del grado de credibilidad o fiabilidad que éste le otorgue a una respuesta basada en el
namero de simulaciones que él o ella haya considerado que es razonable realizar. O, tal vez, del
profesor quien establece cuales son dichas condiciones. Por ejemplo, supdongase que se quiere

* Sea p la probabilidad teérica de un suceso S. Sea fr,, la frecuencia relativa asociada a ese suceso
en n pruebas de un experimento aleatorio que lo simula. La version fuerte de la ley de los grandes
nimeros establece la convergencia estocastica de las frecuencias hacia las probabilidades en los

siguientes términos: P(fr, & p)——>->1
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una aproximacion de la probabilidad teérica de hasta un 1% (&= 0.01) con un grado de
confianza del 95%, o = 0.95. En estas condiciones el profesor demanda de sus estudiantes un
numero de simulaciones no que puede ser calculada usando la desigualdad de Chebyschev

: pA-p)
(DeGroot, 1975, p. 185-186): Ny = —— .
e(1-9)
partir de una probabilidad tedrica p conocida. Aunque, no obstante, se puede estimar el maximo
necesario para una aproximacién y grados de confianza dados, maximizando la funcién

Claro que para obtener este nimero se ha de

n=kpl— p), siendo K = una constante prefijada®. En realidad este nimero tiene

1
g’ (1-0)
mas valor metodoldgico que real, ya que permite hacer el transito desde la simulacién en lapiz y
papel al uso consciente de la simulacién con la ayuda de un software. No tanto para el resolutor
cuyo nivel de satisfaccion y exigencia podria darse con un nimero menor de simulaciones.

En todo caso la respuesta al problema simulado depende del grado de precision y
fiabilidad con la que se quiera expresar. Pero no deja de ser una respuesta al problema simulado
que requiere ser traducida o usada para dar respuesta al problema original. En los términos en
los que esta expresada la pregunta: ¢ Cuéntos pasteles crees que, por término medio, tendras que
comprar para tener la coleccién completa?, requiere ademas dar una credibilidad a la respuesta
dada a la pregunta en el problema simulado: ¢Cuél es el nimero medio de lanzamientos
consecutivos que habra que hacer de un dado hasta que éste, tarde o temprano, se pose en
todas sus caras?, puesto que pide del resolutor un grado de creencia o credibilidad que le
concede a dicho valor promedio.

5. Una manera de ensefiar la manera de resolver problemas de probabilidad por
simulacion en la formacion de maestros. Un ejemplo.

Describiré a continuacion como se ha formulado este problema a estudiantes para maestro y
algunas consecuencias que se han observado al hacerlo asi.

Antes de este problema los estudiantes habian abordado otros tres problemas, un problema
sobre rachas de longitud 2 con monedas, explorando si es un juego justo. El problema de la
existencia 0 no de una estrategia ganadora en el juego de “piedra-papel-tijera” y, finalmente, el
problema de la cueva (Huerta, 2002) con la misma metodologia que se ha usado con el
problema que hemos resuelto en el apartado anterior. Los objetivos de ensefianza son variados
y, entre otros, los siguientes:

e Explorar las diferentes naturalezas del concepto probabilidad en la resolucion de
problemas de probabilidad.

e Explorar el potencial de la resolucién de problemas de probabilidad por simulacion.

® Para cualquier £ y & que se considere, esta funcion alcanza un méximo para p=1/2. EI nimero
1

méximo de simulaciones dependera de estos valores y se puede estimar por N, = m
(C" p—
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e Explorar si la resolucion de problemas de probabilidad por simulacion facilita y
permite modificar el juicio subjetivo que posee el resolutor sobre los fenémenos
aleatorios implicados en el problema.

Hay todavia un objetivo mas, sobre potencialidades, como consecuencia del trabajo que se
estd haciendo mientras se resuelve el problema: explorar el potencial que tiene el método de
resolucién de los problemas por simulacién y sus objetivos de ensefianza para la educacién
primaria.

El problema se enuncia a los estudiantes tal y como lo hemos presentado en el apartado
anterior, junto con la tarea descompuesta en 8 tiempos y un conjunto de cuestiones asociadas a
cada tiempo a modo de sugerencias heuristicas. EI nimero de tiempos esta relacionado con las
macro-etapas del método de resolucién (Figura 1) y las sugerencias con el trabajo que habria
gue hacer en cada una de ellas (Figura 2, en el anexo). EI nimero de sugerencias es claramente
variable y puede ser modificado dependiendo del problema y del nivel de los resolutores. Los
tiempos y las sugerencias formuladas para el problema han sido las siguientes:

e Primer tiempo: Exploracién de la situacion real, de lo que estd sujeto a
incertidumbre y no lo est4, de lo que es conocido y desconocido en la situacion real.

o0 ¢Crees tener seguridad de que tarde o temprano se completara la coleccion
de figuritas? ¢Por qué?

o Al comprar un buen numero de pasteles, ¢en qué condiciones puede
encontrarse la coleccidn de figuritas?

o Entonces, ;cuéntos pasteles exactamente se tendrian que comprar para tener
la coleccion completa? ¢ Por qué?

e Segundo tiempo: Juicios subjetivos a priori derivados del analisis de la situacion
real.

0 ¢Qué crees que es mas facil que ocurra, conseguir la coleccién completa o
no conseguirla? ¢Por qué?

0 Si no sabes exactamente cuantos comprar, al menos haz una conjetura sobre
el cuantos, ¢Cuantos pasteles estimas que se tendrian que comprar, mas o
menos, para poder conseguir la coleccion completa? ¢ Por qué?

e Tercer tiempo: Fiabilidad o credibilidad de la conjetura.

o0 Quieres explorar hasta qué punto es fiable o creible tu conjetura sobre la
posibilidad de conseguir toda la coleccion completa y sobre el nimero de
pasteles que habria que comprar para obtenerla. ; Como lo harias?

e Cuarto tiempo: La Simulacion, necesidad y uso de herramientas heuristicas. El
problema simulado.

0 (Experimentar o simular? ;Puede experimentarse el problema? Por el
contrario, ¢solamente se puede simular? ;Por qué?

0 Silo vas a simular la compra de pasteles, ¢qué vas a usar para ello? Si hay
hipotesis que formular, ¢qué hipotesis son estas?

0 ¢En qué consiste una simulacién?
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0 ¢Cbémo queda ahora el problema original en términos de la simulacion (el
problema simulado)? Formulalo sin usar las palabras “pasteles” ni
“figuritas” solamente en términos de la herramienta usada.

0 (Puedes decir otra forma de simular el problema? Repite todas las
cuestiones anteriores para la nueva herramienta considerada.

0 Para las simulaciones pensadas y sus correspondientes problemas simulados
formulados, ¢en qué crees que te van a ayudar a la hora de dar respuesta al
problema original?

Quinto tiempo: La simulacién productora de la informacion dependiente de la
herramienta usada. Tratamiento de la informacion, el problema estadistico asociado
dependiente del nimero de simulaciones realizadas.

0 Resuelve los problemas simulados.

Sexto tiempo: Equivalencia de problemas. Equivalencia entre los problemas
simulados dependientes de las herramientas consideradas

0 Tienes una solucion para cada uno de los problemas simulados. Si las
comparas, ¢qué puedes decir de ellas?

0 (Te lo esperadas? ¢Por qué?

o Entonces, ¢Cudl de las soluciones anteriores vas a usar para dar respuesta al
problema original? ¢Por qué?

Séptimo tiempo: De la solucion del problema simulado a la solucion del problema
original.

0 Ahora, con la informacidn disponible de las soluciones de los problemas
simulados, trata de dar respuesta a la pregunta formulada en el problema
original: ¢Cuantos pasteles crees que, por término medio, tendras que
comprar para tener la coleccion completa?

o0 Justifica por qué crees que es ese numero. ¢Qué significa para ti es nimero?

Octavo tiempo. La devolucion de la solucién al problema original: utilidad y
fiabilidad.

0 ¢Hasta qué punto crees que es fiable la respuesta que acabas de dar?

0 ¢Podrias mejorar aun mas esa fiabilidad de la respuesta o la credibilidad que
le concedes?

0 Seguro que has vivido situaciones como la que acabas de resolver en este
problema. ¢Hasta qué punto la solucion que has obtenido se puede
considerar como solucion de una situacion real que hayas vivido?

0 ¢Qué se puede aprovechar de esa solucion para la situacion real vivida por
ti y qué no? Explicate lo mejor que puedas.

0 La reflexion anterior, ¢afectaria a la formulacion del problema original?
¢De qué manera?

Podria comprobarse como lo que se le ofrece al estudiante es un método de resolucién con

potencial heuristico en 8 pasos, ya que, por una parte, tiene vocacion de ser Util no solo para este
problema sino para otros problemas de probabilidad en los que haya que tratar con
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probabilidades y variables aleatorias y, de otra, tiene ese marcado caracter de exploracién en
busca de la informacion que permite contestar a lo que se pregunta en él.

6. Conclusiones y reflexiones finales.

La manera de resolver un problema de probabilidad por simulacién es un proceso realmente
complejo y en algunas ocasiones dificil. Parece pues pertinente preguntarse, a la luz de lo
expuesto anteriormente, ¢por qué resultaria de interés ensefiar a los futuros maestros® esta
manera de resolver problemas de probabilidad, por simulacion como la hemos llamado? De la
experiencia propia puede apuntarse que, en general, este enfoque produce mas beneficios que
perjuicios, pues, en nuestra opinidn, hay unas cuantas razones sobre las que se sustenta y que tal
vez lo justificarian. Una de ellas, citando a Freudenthal (1973), es permitir que los futuros
maestros aprecien qué es eso de las Matematicas: To explain to people what mathematics really
means, one finds the most convincing examples in probability (p. 583), algo a lo que no estan
realmente acostumbrados ni preparados. Pero, ademas, porque esta manera de resolver los
problemas pone en contacto al futuro/a maestro/a con dos tipos de informaciones referentes a
los fendmenos que aparecen implicados en los problemas, informaciones de las que dependen
las decisiones que toma el resolutor a lo largo de la resolucion, informaciones que en términos
de Borovcnik (2011, p. 72) son de tipo objetivista y subjetivista, lo que como consecuencia
favorece el uso de la probabilidad tanto en su naturaleza objetiva (clasica o frecuentista) como
subjetivista (bayesiana). Porque, también, pone al estudiante para maestro/a en contacto
continuamente con la conjetura, en el mismo sentido que Bernouilli (1713, p. 211 y sig., citado
en Sylla, 2014, p. 30): Conjeturar sobre algo es medir su probabilidad: por tanto definimos el
arte de conjeturar (Ars Conjectandi), o estocastica (Stochastice), como el arte de medir las
probabilidades de las cosas tan exactamente como sea posible, para concluir que, a nuestro
juicio y acciones, siempre podemos escoger o seguir aquello que se ha encontrado ser lo
menor, mas satisfactorio, mas seguro, o mas cuidadosamente considerado’.

Pero, también, la manera de resolver asi permite al futuro maestro/a separar una “realidad”
representada por el problema original del modelo creado para simular y representado por el
problema simulado. Separacidon que resulta dura y complicada cuando el resolutor ha de
formular dicho problema simulado en funcion de la herramienta o generador de azar
considerado. Ademas, permite al resolutor apreciar a los generadores de azar como herramientas
de transformacion de un problema en otro, con el fin de indagar y explorar nuevas
informaciones que no se disponian con anterioridad, con la pretension de que sean Utiles para la
resolucion del problema original, de ahi su caracter heuristico.

Pero aln creemos que hay mas razones. Resolver los problemas de esta manera pone en
contacto dos tipos de razonamiento, el razonamiento estadistico y el probabilistico, como sea
que se les considere. La informacién proporcionada por el problema simulado, a veces escasa a
veces abundante o incluso muy abundante, requiere de la formulacion de pequefios o grandes
problemas estadisticos auxiliares que permitan dar respuesta a las preguntas planteadas en él.
Respuestas que requieren ser interpretadas en términos del problema original, de la “realidad”

® Esta pregunta y su reflexion posterior también la formularia en la formacién de futuros
profesores de matematicas de la ensefianza secundaria, aunque habria que matizar algunos aspectos
debido a la diferente formacion matemética inicial de ambos colectivos.

" Traduccién del autor.
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representada por él, apreciando de este modo por qué se hacen matematicas y al servicio de qué.
Porque en el desarrollo de la manera de resolver que hemos propuesto en este trabajo el
resolutor, futuro maestro/a, convive con las sugerencias de tipo heuristico que le han permitido
avanzar en la basqueda de una respuesta a cualquiera de los problemas auxiliares formulados a
lo largo del proceso de resolucidn. Porque, en suma, el estudiante para maestro/a conoce un
método de resolucion de problemas de probabilidad con potencial heuristico que le ayudara
seguramente a considerar la posibilidad de otro enfoque de la ensefianza de la probabilidad en la
escuela primaria, alternativo al existente, como lo demuestran sendos trabajos de realizados por
un estudiante del grado de Maestro en Educacion Primaria con su trabajo de fin de grado
titulado “La simulacién en el aprendizaje de la probabilidad en Primaria (11-12 afios)” (Capella,
2013) y un segundo correspondiente al Trabajo de fin de Master en Profesorado de Matematicas
en Educacion Secundaria titulado “La simulacion y la resolucién de problemas de probabilidad.
Estudio sobre su influencia en la probabilidad subjetiva en alumnos de 13 y 14 afios” (Capella,
2014). Al menos estamos en el buen camino.
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ANEXO.
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Ley de los grandes nimeros Desigualdad de Chebyschev

Figura 2. El trabajo durante la manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién.
Incluso un esquema tan complejo como este no refleja fielmente todo el trabajo que realmente hay que

hacer cuando se

aborda la resolucion de un problema de esta manera.



